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Re´sume´ :
On introduit de nouvelles conditions aux limites qui ont e´te´ adapte´es a` l’e´tude des e´coulements 3D
en rotation, proposant ainsi une alternative aux conditions aux limites convectives commune´ment
employe´es. Une me´thode quantitative a ensuite e´te´ de´veloppe´e afin d’e´valuer la qualite´ des diffe´rents
types de conditions aux limites. L’onde re´fle´chie induite en sortie par les conditions aux limites a e´te´
mesure´e. Dans le cas de conditions aux limites convectives, l’impact du choix de la vitesse d’advection
souvent re´gle´e a` la main, et servant au calibrage de celles-ci, a e´galement e´te´ e´tudie´.
Abstract :
In this paper we introduce new boundary conditions that have been adapted for three-dimensional
rotating flows proposing an alternative to the convective boundary conditions commonly used. A quan-
titative method has then been developped to evaluate the quality of the different types of boundary
conditions i.e the refracted wave induced at the cavity outlet is measured. As for the classical convec-
tive boundary conditions, the influence of the choice of the advection velocity has been investigated.
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1 Introduction
On s’inte´resse a` la stabilite´ des e´coulements ouverts en domaine fini au contact de disques en rotation.
Fig. 1 – Configuration cavite´ en rotation d’ensemble, repre´sentant le profil de vitesse radiale dans la
cavite´ avec pre`s des disques la couche limite d’Ekman. R∗2 et R∗1 de´signent respectivement les rayons
d’entre´e et de sortie de la cavite´ de hauteur 2h∗.
La configuration simule´e (Figure 1) est celle d’une cavite´ en rotation forme´e par deux disques plans
paralle`les avec flux radial force´ au moyeu. Cette configuration est un mode`le simple mais pertinent
pour des e´coulements rencontre´s dans les turbomachines (entre deux disques porte-aubages) ainsi
qu’en ge´ophysique (couche limite atmosphe´rique et oce´anique). Elle pre´sente e´galement un inte´reˆt
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acade´mique commme exemple de couche limite 3D. En effet l’existence d’une solution laminaire connue
fait de l’e´coulement au voisinage d’un disque tournant un bon candidat pour l’analyse de stabilite´.
La cavite´ ouverte introduisant en plus du taux de rotation, un second parame`tre de controˆle, le
de´bit force´. Elle a ainsi e´te´ employe´e par Viaud et al.[1] pour l’e´tude des scenarii de transition a`
la turbulence. Cependant l’extreˆme sensibilite´ du processus de transition au bruit ambiant rend ce
type d’e´tude de´pendant de la qualite´ des conditions de sortie qui ne doivent pas ge´ne´rer de re´flexions
parasites, meˆme au passage de perturbations ayant atteint leur saturation. Les e´quations de Navier
Stokes incompressibles sont re´solues par Simulation Nume´rique Directe (DNS) pseudo-spectrale [2].
L’emploi d’une me´thode spectrale qui propage toutes les perturbations rend encore plus critique la
transparence des conditions aux limites de sortie. Halpern et Schatzmann [3] ont montre´ que des
conditions aux limites comple`tement transparentes auraient une expression inte´grale et ne sont donc
pas applicables localement. Des conditions approche´es, dites absorbantes, ont alors e´te´ recherche´es,
et Orlanski [4] propose des conditions de Sommerfeld dites conditions convectives, satisfaites par des
ondes se propageant perpendiculairement a` la frontie`re. De telles conditions aux limites cre´ant une
instabilite´ lorsque l’on combine onde entrante et onde sortante, Ruith et al. [5] pre´conise des conditions







ou` C de´signe la vitesse d’advection constante et fixe´e arbitrairement de manie`re a` assurer la conser-
vation du de´bit par exemple, plutoˆt qu’une vitesse de propagation locale comme dans [4]. L’e´quation
(1) est re´solue localement a` la sortie a` chaque pas de temps pour obtenir des conditions de Dirichlet
instationnaires sur les trois composantes de la vitesse.
Fournier et al. [6] propose une alternative a` ces conditions aux limites convectives dans le cas d’un
e´coulement de paroi laminaire 2D. Ces auteurs proposent de remplacer les e´quations de Navier Stokes
(ENS) dans le plan de sortie par les e´quations de couche limite. En effet, ide´alement on voudrait
re´soudre les ENS mais celles-ci sont elliptiques du fait de la pre´sence de plus d’une direction de l’espace
dans les termes de de´rive´e seconde. A contrario, les e´quations de couche limite sont paraboliques
puisque seule la de´rive´e seconde dans la direction normale a` la paroi est conserve´e. De plus, les
e´quations de couche limite ont la particularite´ de supporter les meˆmes modes d’instabilite´ que les
ENS, ce qui doit limiter les re´fractions entre le domaine de´crit par les ENS et le plan de sortie de´crit
par les e´quations de couche limite. Dans le cas d’une couche limite de Blasius pour un e´coulement se













2 Conditions aux limites pour les e´coulements en rotation
Dans la suite du texte, l’e´toile de´note des grandeurs dimensionne´es. Dans le cas d’une cavite´ en rotation
d’ensemble a` la vitesse Ω, l’e´coulement stationnaire est constitue´ d’un coeur ge´ostrophique en rotation
quasi-solide, ou` les forces de Coriolis e´quilibrent le gradient de pression, encadre´ par deux couches
d’Ekman au contact des disques. L’e´coulement posse`de une longueur caracte´ristique, δ =
√
ν/Ω, dite
e´chelle d’Ekman. On de´finit deux parame`tres de controˆle globaux, le nombre de ReynoldsRe = ΩR∗12/ν
pour la rotation, et le parame`tre de de´bit Cw = Q∗/νR∗1 avec Q∗ le de´bit massique au moyeu. On
appelle vitesse ge´ostrophique V ∗g la vitesse azimutale dans le coeur, et on introduit un nombre de
Rosby Ro = V ∗g /Ωr∗. La conservation du de´bit impose que V ∗g (r) varie comme 1/r et Ro comme
1/r2. Dans la limite des grands taux de rotation, l’e´coulement au voisinage des disques tournants
admet une solution asymptotique, obtenue par raccordement de deux solutions d’Ekman. Dans la
solution d’Ekman, le champ des vitesses est obtenu comme solution du syste`me (3) de´rive´ des ENS
axisyme´triques apre`s line´arisation (en supposant que la force de Coriolis domine les effets inertiels,
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voir figure 2) et en faisant une hypothe`se de type couche limite, puis d’e´quilibre ge´ostrophique.
∂u∗





































Fig. 2 – Ordres de grandeur des diffe´rents termes de l’e´quation de quantite´ de mouvement dans la
direction radiale pour la solution laminaire dans une cavite´ entre R∗2 = 30h∗ et R∗1 = 50h∗ avec
Re = 487500 et Cw = 500. (a) En gras les termes diffusifs, en plein la force de Coriolis et en pointille´s
les termes convectifs. Le calcul est fait en r∗ = 40h∗ correspondant a` Ro = 0, 114. (b) Contributions
des 3 termes participant aux effets convectifs. Le terme en v2/r domine.
Le syste`me (3) parabolique, pre´sente les caracte´ristiques requises pour jouer dans notre configuration,
le roˆle des e´quations (2) dans le cas de la couche de Blasius. Les e´quations sont adimensionne´es en
prenant comme grandeurs de re´fe´rence, lref = h∗, tref = Ω−1 et vref = ΩR∗1, pour donner le syste`me
(4) : 
∂u





































le nombre de Reynolds comparant l’e´paisseur de la cavite´ et l’e´chelle d’Ekman.
Lorsque l’on augmente le flux radial force´ (Cw), les forces d’inertie non line´aires ne peuvent plus eˆtre
ne´glige´es. Ainsi, pour Cw = 500, 3 a` 4 ordres de grandeur se´parent les effets diffusifs et convectifs,
pour Cw = 2000 2 ordres de grandeurs seulement les se´parent. Le syste`me (4) doit eˆtre modifie´ pour























































On utilise un sche´ma d’Euler en temps d’ordre 1 pour des raisons de stabilite´. Les de´rive´es dans la
direction axiale sont calcule´es a` l’aide d’une matrice de de´rivation dans l’espace spectral. Les de´rive´es
dans la direction radiale, elles, sont calcule´es par diffe´rences finies car [5] a montre´ qu’une approxima-
tion locale donnait de meilleurs re´sultats.
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3 Me´thode d’e´valuation des conditions aux limites
3.1 Principe de la me´thode
A la sortie du domaine, le champ instationnaire est la somme de deux ondes distinctes : une onde
incidente correspondant au passage de la perturbation, et une onde re´fle´chie, d’amplitude moindre et
tre`s vite amortie, induite par les conditions aux limites. On suppose que sur une distance suffisamment
petite, la longueur d’onde λ du paquet d’ondes traversant la frontie`re ainsi que son amplitude peuvent
eˆtre conside´re´es comme constantes. On cherche a` reconstruire une onde correspondant a` ce paquet
d’ondes, en utilisant la forme ge´ne´rale Acos(r/λ + φ). Pour obtenir λ, il faut effectuer une FFT sur
un paquet d’ondes sans subir l’influence des effets d’inhomoge´ne´ite´ spatiale de l’e´coulement de base
et de proximite´ de la frontie`re. A cette fin, on simule avec le code DNS la re´ponse impulsionnelle
d’un e´coulement strictement homoge`ne dans la direction r construit en recopiant sur l’ensemble du
domaine les profils de vitesse de l’e´coulement de base capture´s dans le plan de sortie. La phase φ est
ensuite de´termine´e par une me´thode d’auto-correlation. Enfin, l’amplitude A de l’onde reconstruite est
identifie´e avec la me´thode des moindres carre´s. On conside`re que l’onde ainsi reconstruite correspond
a` l’onde incidente. Par diffe´rence avec l’onde simule´e, on obtient alors l’onde re´fle´chie. La Figure 3.a
montre le passage d’un paquet d’ondes a` travers la frontie`re exte´rieure. On se place alors sur un
intervalle de longueur λ sur lequel on reconstruit l’onde incidente et l’onde re´fle´chie (Figure 3.b).
Fig. 3 – (a) Passage d’une perturbation a` la frontie`re, visualise´ en tracant le champ de vitesse axiale
pour θ et z fixe´s.(b) Trace´ de l’onde traversant la frontie`re (en gras) et de sa de´composition en onde
incidente (en plein) et onde re´fle´chie (en pointille´s) ; simulation conduite avec des conditions convectives
en sortie.
3.2 Comparaison des diffe´rentes conditions de sortie
La me´thode pre´sente´e a e´te´ utilise´e afin de de´terminer les ondes re´fle´chies induites par des conditions
aux limites convectives puis par les conditions que nous proposons avec ou sans les termes non-line´aires.
On se place d’abord dans le cas ou` les forces d’inertie sont ne´gligeables devant les effets de Coriolis
(pour des valeurs de Cw mode´re´es par rapport au nombre de Reynolds de rotation). Les calculs ont
e´te´ mene´s avec une meˆme solution de de´part, pre´sentant une perturbation de´veloppe´e en milieu de
cavite´ correspondant a` une instabilite´ de type II convectif [1] obtenue comme la re´ponse impulsion-
nelle de l’e´coulement a` une perturbation localise´e en temps et en espace, de nombre d’onde azimutal
β = 0. L’e´coulement stationnaire initial correspondant a` Re = 487500 et Cw = 500, ces valeurs des
parame`tres de controˆle font du type II convectif la seule instabilite´ non amortie. Le calcul a alors e´te´
repris avec chacune des conditions aux limites jusqu’a` ce que le paquet d’ondes traverse la frontie`re
exte´rieure du domaine. En particulier, nous avons examine´ l’influence des termes non-line´aires du
syste`me (5), meˆme a` Cw mode´re´. La Figure 2.b montre que le groupement v2/r est dominant parmi
les termes convectifs. Par ailleurs, les groupements incluant des de´rive´es u∂u/∂r et w∂u/∂z posent
des difficulte´s de stabilite´ nume´rique. Ces conside´rations sont e´galement valables pour les deux autres
e´quations du syste`me (5). Nous avons donc choisi de ne conserver que les groupements en v2/r et uv/r.
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Les ondes re´fle´chies ont e´te´ repre´sente´es sur un meˆme graphique sur la Figure 4. L’onde re´fle´chie par
les nouvelles conditions aux limites line´arise´es posse`de une amplitude A˜ infe´rieure a` celle A˜c induite
par des conditions aux limites convectives avec A˜/A˜c = 0.78. En conservant les termes non-line´aires
dominant v2/r et uv/r dans les e´quations 5.a et 5.b respectivement, l’amplitude A˜ est encore re´duite
avec A˜/A˜c = 0.47. La longueur d’onde observe´e de l’onde re´fle´chie semble correspondre a` la moitie´ de
celle de l’onde incidente avec un e´cart infe´rieur a` 1%.
Fig. 4 – Comparaison entre ondes re´fle´chies : obtenue avec les conditions aux limites convectives (en
gras), obtenue avec les nouvelles conditions line´arise´es(trait plein), et avec des termes non-line´aires
(en pointille´s).
Dans le cas de conditions aux limites convectives, diffe´rentes valeurs de la vitesse d’advection com-
prises entre 0.05VΦ et 10VΦ ont e´te´ teste´es, VΦ e´tant la vitesse de phase du paquet d’ondes incident.
L’amplitude de l’onde re´fle´chie rapporte´e a` celle de l’onde incidente a e´te´ trace´e sur la Figure 5 en
fonction de la vitesse d’advection. L’amplitude de l’onde re´fle´chie est sensiblement constante et e´gale
a` 5.7% de l’amplitude de l’onde incidente, ce qui montre que le choix de la vitesse d’advection n’influe
pas sur la qualite´ des conditions aux limites, en accord avec les observations de [5].
Fig. 5 – Amplitude de l’onde re´fle´chie pour diffe´rentes valeurs de la vitesse d’advection.
Dans le cas ou` les forces d’inertie cessent d’eˆtre ne´gligeables (e.g Cw=2000) les conditions de couche
limite line´arise´es de´gradent la solution a` longue e´che´ance par rapport aux conditions convectives,
L’introduction des termes en v2/r permet de retrouver un comportement e´quivalent a` celui obtenu
avec des conditions convectives. La mesure quantitative de l’onde re´fle´chie, dans ce cas, demande un
maillage tre`s fin pour e´viter l’aliasing duˆ aux instabilite´s extreˆmement intenses qui se forment. Ces
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simultaions lourdes sont encore en cours.
4 Conclusions
Le de´veloppement de nouvelles conditions de sortie pre´sentant une alternative aux conditions li-
mites convectives commune´ment utilise´es a e´te´ effectue´ pour un code spectral de´die´ a` l’e´tude des
e´coulemements de disque tournant. Elles ont e´te´ obtenues en re´solvant localement un jeu d’e´quations
paraboliques de´rive´es de celles re´gissant le mouvement du fluide dans le domaine de fac¸on a` supporter
les meˆmes modes d’instabilite´. Une me´thode quantitative a alors e´te´ de´veloppe´e afin d’e´valuer la trans-
parence des diffe´rents types de conditions de sortie. Cette me´thode a ainsi e´te´ utilise´e pour comparer
dans les meˆmes situations nos conditions et les conditions convectives, montrant une ame´lioration de
la transparence. Les nouvelles conditions n’introduisant pas de vitesse supple´mentaire elles n’affectent
pas la stabilite´ CFL du calcul contrairement aux conditions convectives. Pour ces dernie`res, le choix
de la vitesse d’advection peut amener une contrainte plus forte sur le pas de temps que le calcul du
reste du domaine. Les nouvelles conditions ont une transparence le´ge`rement meilleure (78% ou 47%
selon qu’on conserve des termes non-line´aires ), pour un couˆt de calcul sensiblement identique.
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